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Математическая модель проникновения цилиндрических 
электромагнитных полей с осевой симметрией  









Аннотация. Разработана методика решения краевой задачи проникновения монохроматических электро-
магнитных полей с осевой симметрией через плоский однослойный экран, выполненный из пермаллоя. 
Постановка краевой задачи экранирования основывается на использовании системы уравнений Максвел-
ла и дополнительного нелинейного дифференциального уравнения для поля намагниченности, характе-
ризующего пермаллой. Применяются классические граничные условия непрерывности тангенциальных 
составляющих полей и дополнительные дифференциальные граничные условия для поля намагниченно-
сти на лицевых поверхностях экрана. Для упрощения решения задачи в результате исключения величин 
второго порядка малости, входящих в нелинейное уравнение, нелинейная задача преобразована в линей-
ную. Используются корни (волновые числа) дисперсионного алгебраического уравнения четвертого по-
рядка, которые характеризуют электромагнитные поля с осевой симметрией в слое из пермаллоя. По-
строены последовательности четырех прямых и четырех обратных электромагнитных волн с осевой 
симметрией, распространяющихся в противоположных направлениях в слое пермаллоя. Получены двух-
сторонние граничные условия, связывающие электромагнитные поля по обе стороны экрана. Аналитиче-
ски вычислены амплитуды отраженного и прошедшего через экран электромагнитных полей. 
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Abstract. The method for solving the boundary-value problem of penetration of monochromatic electromagnetic 
fields with axial symmetry through the plane screen made from the permalloy is developed. The boundary-value 
problem is based on the use of differential Maxwell equations and complementary nonlinear differential               
equation for the field of magnetization, characterizing the permalloy. Classical boundary conditions of continuity 
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of the tangential components of the fields and complementary boundary conditions for the field of magnetization 
on the face surfaces of the shield are used. For solution simplification of the boundary-value problem as a result 
of exclusion value the entering in nonlinear equation second-order infinitesimal,  nonlinear task is transformed 
into linear task. Roots (wave numbers) of a dispersion algebraic equations of four order, which characterizing 
electromagnetic fields with axial symmetry in layer made from the permalloy, is constructed. The sequences of 
four forward and four backward counter-propagating electromagnetic waves with axial symmetry in the layer of 
permalloy is formed. Two-sided boundary conditions connecting electromagnetic fields with axial symmetry on 
both sides of the screen is constructed. The amplitudes of reflected and transient through the shield                         
electromagnetic fields are calculated.  
Keywords: mathematical models, two-sided boundary conditions, boundary-value problem, shielding task, field 
of magnetization, dispersing equation, electromagnetic waves with axial symmetry, permalloy, analytical                    
modeling, screen 
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Введение. Разработка математических методов моделирования распространения излучений 
электромагнитных волн в композитных материалах является актуальным направлением иссле-
дований в математической физике [1]. Анализ таких материалов требует применения специаль-
ных математических моделей, адекватно описывающих их электрические и магнитные свой-
ства [2]. Для конструирования электронных технических устройств используются экраны 
и пленки из композитов. В настоящее время актуально исследование экранирующих свойств 
пленок из пермаллоя [3]. Материал из пермаллоя обладает свойством намагниченности, кото-
рое описывается дополнительным нелинейным дифференциальным уравнением второго поряд-
ка для поля намагниченности. С целью упрощения модели нелинейное уравнение намагничен-
ности преобразуется в линейное уравнение [3, 4]. Чтобы обеспечить единственность решения 
краевой задачи для пермаллойных материалов, используются дополнительные граничные усло-
вия на поверхностях экрана. Для моделирования электродинамического контакта двух матери-
алов на поверхностях раздела сред в задачах экранирования разрабатываются соответствующие 
граничные условия [5, 6]. 
В статье предложена методика решения краевой задачи для системы уравнений Максвелла 
и параболического дифференциального уравнения с частными производными второго порядка 
для поля намагниченности, в которой описывается экранирование монохроматических элек-
тромагнитных полей с круговой симметрией плоским однослойным экраном из пермаллоя. 
В качестве первичного поля с круговой симметрией, воздействующего на экран, выбрана ком-
бинация базисных ТЕ- и ТН-поляризованных полей в цилиндрических координатах с осевой 
симметрией, распространяющихся ортогонально к экрану. Дополнительно разработаны двух-
сторонние граничные условия, связывающие поля с круговой симметрией по обе стороны одно-
слойного экрана, которые позволяют построить аналитическое решение исходной задачи экра-
нирования, не используя поля в слое экрана. Двухсторонние граничные условия применяются 
для моделирования пленочных экранов: однослойных [4, 7, 8] и многослойных [2, 9], со сферо-
идальными частицами [10], в нестационарной электродинамике [11], с упругими свойствами 
материалов [12]. Разработанная в настоящей статье методика решения краевой задачи экрани-
рования для экрана из пермаллоя аналогична методике, предложенной в статье [13] для биизо-
тропного экрана. 
Система электродинамических уравнений. Для моделирования электромагнитного поля 
E , H  и поля намагниченности M , распространяющихся в слое из пермаллоя,  используется 
система дифференциальных уравнений 





E H M                                                        (1) 
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где постоянные имеют физические размерности  γ м / А с, 
 
  ,м2a    м / А,g 
 
 σ См / м,
 7
0μ 4π 10 Гн / м;
   
 
векторное произведение. 
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 f2  круговая частота поля. 
Подставим выражения (4) в (1)–(3) и преобразуем нелинейное уравнение (3) в линейное, 
пренебрегая величинами второго порядка малости: ,0HM

 ( ) 0.zM M e    
В результате получим уравнения, которые будем использовать для построения монохрома-
тических полей с осевой симметрией:  





                                                                     (6) 




















где E , H  – монохроматическое электромагнитное поле, M – монохроматическое поле намаг-
ниченности. 
Исключим из уравнения (5) вектор E

 с помощью (6) и применим оператор div к уравне-
нию (5). Получим систему линейных уравнений для HM

и : 
 20grad div σ ;H H i k H M                                                    (7) 
div div ;H M                                                                   (8) 








                  (9) 
где  ga,,,  безразмерные постоянные,    безразмерная частота, ω,σμσ
2
0 c ,00 MH

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k ,0 скорость света в вакууме. 
Пучки цилиндрических электромагнитных волн и полей намагниченности. Построим 
систему пучков электромагнитных полей с круговой симметрией вида  ,exp  imm
,2,1,0m , и временной зависимостью  ,ωexp ti ,π2ω f f  частота поля, которые удо-
влетворяют уравнениям (7)–(9). Для построения воспользуемся базисными цилиндрическими 
полями [2, с. 139], представив пучки волн в виде разложений 
       1 2[ ] 1 2 ,(ρ;λ) ρ; λ, ρ; λ,m mE E e M k e M k
     
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(11)
           1 2 1[ ] 1 2 2 ,
λ
(ρ;λ) ρ; λ, ρ; λ, λρ Фm m m m zM M m M k m M k m J F e
k
       







         1 1 1ρ;λ, λρ Ф , 0, 1, ,m m m m
vzM M k V e m
       
            2 2 21ρ;λ, λρ λ λρ Ф ,m m m m z m vzM M k vV J e e
k
















  ;Ф imm e
  
       1 ρ ,λρ λρ λρ υλρm m m
im
V J e J e 
 
       2 ρ ,λρ λρ λρ υλρm m m
im
V J e J e             (13) 
где 
ρ0 λ ; , , ze e e     
орты цилиндрической системы координат,  mJ  
функции Бесселя, 
.1 00 c  













( 1, 2, 3, 4)s ,  распространяющихся в среде из пермаллоя, 
задается формулами (10), (11),  для которых амплитуды определяются аналитически в виде 
   
 
 









        
       
2 2 11 1 0 0( );
s s s s
km m K L g g       
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  , η
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  lgigla   )λσ(σ
2
1
 il  ,  2
2
λσ2  il . 
Восемь корней алгебраического уравнения (18) задаются формулами 









Доказательство.  Доказательство теоремы осуществим на примере полей (10). Заметим, 
что уравнение (8) для полей (10) выполнено автоматически. Действительно, применяя форму-
лы [2, с. 131, 291], получим равенства 
   ,0λ,;ρdiv 1  kMm
    2div ρ; λ, 0,mM k

 ,Ф)Фdiv( FvJeFJ mmzmm 

,vzF e  

















В результате тождество для уравнения (8) выполнено.  
Удовлетворим уравнению (6), подставляя в него поля (10). Учитывая выражения для базис-
ных векторов (13) и формулы 
   ,rot 21   mm MkM

   ,rot 12   mm MkM

 
       1ρrot( λρ Ф ) ( λρ λ λρ )Ф λ Ф ,
ρ
m m z m m m m m
im
J Fe J e J e F V F    
получим равенство 



















































                                                  (22) 
Удовлетворим уравнению (7), подставляя в него поля (10). Воспользуемся классическим 
тождеством [2, с. 291] и формулами (21): 












  = 
       1 22 1 2 2 ρ
λ
( ) [ λ λρ λρ υρ
m m m m
imv
k h M h M m v J e J e
k





( λρ (ρ )) ]Ф .
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и с помощью представлений (12), (13) получим аналитическую формулу 
     


























С учетом формулы (23) уравнение (7) преобразуем к виду 
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L                                     (25)
 
Уравнение (9) также преобразуем к матричному виду. Воспользуемся формулой (23), учи-
тывая одинаковое аналитическое представление векторов H

 и :M  








graddiv rotrot [ ( ( λ (λρ) ))
λ
( λ (λρ) )]Ф .
m m m z
m m z m
M M M k mV m vV J e
k
m vV J e F
k
     
 
 
Определим действие оператора graddiv на поле намагниченности M






graddiv grad( (λρ)Ф ) (λ (λρ) )Ф .m m m m z m
v v
M m J F m V vJ e F
k k
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Вычислим действие оператора   на поле .M  Учитывая формулы (26), (27), получим выра-
жение 
   







graddiv rotrot (λ λρ )Ф
1 λ
[ ( ( λ λρ )) ( λ λρ )]Ф .
m m z m
m m m z m m z m
v
M M M m V vJ e F
k
k mV m vV J e m vV J e F
k k
     
    
 
Применяя правила векторных произведений базисных векторов 
ρ , , ,ze e e  
получим формулы  
   1 2
,z m me V V   
   2 1
,z m me V V    
   1 2
Ф ,z m m me M V F









                        
Из равенства (28) с учетом формул (29) следует соотношение 
   1 2
2 1 .( )Фz m m me M k m vV m kV F                                              
(30) 
Удовлетворим уравнению (9), подставляя поля (10), которые предварительно разложим на 
составляющие (12). Учитывая формулы (29), (30), преобразуем уравнение (9) в тождество 



















































































где   η
0
gi   ,  2η aK
k
 , величина 0/K k k  подлежит определению. 
Предыдущие уравнения запишем в матричном виде 
hVm ˆˆˆ  

 
или в виде 
 ,ˆˆ mGh

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  . 
Сравним матричные равенства (25), (31): 
 
ˆ 0,Km                                                                     (32) 
1 0 0 0 0
11 12
21 22



















g g g g
    
     
 
   
      
     
 
 
Нетривиальное решение уравнения (32) существует, когда определитель матрицы K̂  равен 
нулю: 0ˆ
21122211
 KKKKK . Из уравнения (32) определяются амплитуды вектора M

 (10): 
1 12 2 11, .K Km m    
Вычислим определитель K̂ , используя зависимости от параметра K  величин ,jL 0 и k : 
2 2 2 2
1 2 1 2 0 0 0 0 0 0
ˆ ( ) ( ) ( ) ( )k k kK L L L L g g g g g g             
2 21 2
0 0 0 02 2 2
( ) ( ) 0.
( )σ ( σ)
k kg g g
l l
K i K i
        
 
 
Умножим уравнение (33) на 22 )( σiK   и получим дисперсионное уравнение (18) для пара-
метра K  с коэффициентами (19). 
Определим корни sK , 1, 2, 3, 4,s   
уравнения (18) и подставим в формулы для величин (17). 
Вычислим амплитуды (14)–(16) для четырех прямых волн λ);ρ(][







  (10) 














   
1 12 2 11, .
s s








. В результате получим требуемые формулы (14)–(16). ■ 
Постановка краевой задачи экранирования. В пространстве 
3E  с электрической и маг-
нитной постоянными 00 ,   расположен плоский экран   zD 0  толщиной  , наполненный 







H  с круговой симметрией вида  exp ,m im   ,2,1,0m , 
и временной зависимостью  ,ωexp ti ω 2π f  [2, c. 131]: 
           1 20 0 0 0(ρ;λ) λ ρ; λ, λ ρ; λ, ,m mE E A M k B M k
     
(34) 
 2 ( 1)
0 0 0 0 0(ρ;λ) (( (λ) (ρ; λ, ) (λ) (ρ; λ, )),m mH H h A M k B M k
     


















Z ,   z,,

цилиндри-
ческие координаты,  
(33) 
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       1 1 00ρ;λ, λρ Ф ,m m m




          2 2 00 0
0
1
ρ;λ, λρ λ λρ Ф ,m m m z m
v z
M k v V J e e
k














 vkv   00 ( ) .z
v z
F e
   
Краевая задача. Для заданного поля (34) требуется определить поля 
1 1 2 2; ,,E H E H   соответ-
ственно в областях 21, DD  и поля MHE

,,  в области D , которые удовлетворяют: 
















 rot σ , 0 ;H E z                                         (37) 








                                (38) 





































                                                          (40) 
– граничным условиям сопряжения на плоскости  2 z    











                                                        (42) 
и условиям излучения на бесконечности. 
Решение краевой задачи. Решение задачи (36)–(42) представим в виде суперпозиции базис-
ных полей (35) в областях 21, DD  и базисных полей (10), (11) в слое D для волновых чисел 
  :skk   
       1 21 1 0 2 0ρ; λ, ρ; λ, ,m mE x M k x M k    
(43) 
        2 11 0 1 0 2 0ρ; λ, ρ; λ, , 0;m mH h x M k x M k z     
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       1 22 1 0 2 0ρ; λ, ρ; λ, ,m mE y M k y M k
 
   
(44)  




    
       
4
1









       
4
1










       
4
1
ρ; λ ρ; λ , 0 ,s ss s
s
z M z MM z 

     
где поля (43)–(45) удовлетворяют уравнениям (36)–(38); коэффициенты 
ssjj zzyx ,,,
 1, 2, 1, 2, 3, 4j s   подлежат определению из граничных условий (39)–(42). 
Удовлетворим граничному условию (40), подставляя (45) в (40) с учетом формул (10), (11) 
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 
         
 







































































































































































































Учитывая формулы (12) для базисных полей при 
 ,skk   запишем уравнение 
 
     
 
 





     
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Приравнивая коэффициенты в данном уравнении при базисных векторах 
   ,, 21 mm VV

 придем 
к соотношениям  








z v p z v p m

    
 
 


















pvzpvz            (46) 
               
Аналогично из граничного условия (42) получим соотношения 






s s s s
s




    
   
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Запишем касательные составляющие первичного поля (34) и отраженного поля (43) на плос-
кости  01  z  в базисе 
   1 2
, :m mV V  
           ,201000 21 mmvmvz VEVEE  

            ;201000 21 mmvmvz VHVHH  

 
           ,211101 21 mmvmvz VEVEE  





   ,
10
 AE v  ,00 2  BvE v  ,00 1  BhH v  ;000 2  AvhH v  
   ,11 1  xE v  ,201 2  xvE v  ,201 1  xhH v  .1001 2  xvhH v  





пространстве 1D  на плоскости 1  определяются формулами 
            ,211101 21 mmvmvz VEVEE  

           ,111101 21 mmvmvz VHVHH  

     
  (48) 
 
где 
     ,11 1  AxE v       ,201 2  BxvE v  








Аналогично для касательных составляющих полей 
22 , HE

 (44) на плоскости   z1  по-
лучим представление 
            ,22122 21 mmvmvz VEVEE  









     ,0202 2
 FyvE v    
 ,0202 1
 FyhH v  






Удовлетворим граничным условиям (39), (41). Запишем касательные составляющие полей 
(45) в слое D  на плоскости constz  в базисе 
   ,, 21 mm VV

 учитывая представление полей (10), 
(11) при   :
s
k k  
           
                 
     
 
 
           
 
 







1 2 1 2
1 τ 2 τ 1 2 τ
1
4
1 2 1 2





v z m v z m m s s
z zs
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s z
s s
s s s s
s m m s s m m s ms s
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E E V E V z E z E
z e M e M z e M e M
v v












     
     
 
    
           









ezF    
Из равенств (50) следуют формулы 







v z s s s s
s

















v z s s s s s
s
v





   
(50) 
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Для магнитного поля получим представление  




                                       (51) 
где 







v z s s s s
s

















v z s s s s s
s
v





   
Касательные составляющие (50), (51) на плоскостях 1  и 2  имеют вид 
     ,20100 21 mmvmvz VEVEE 

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   
          
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2
2 0 2 0







H h v y F
U
E v y F








    
  
    
   
 
Введем также вспомогательные векторы из компонент полей (52): 
1 0 0 0 0
1 2 2 1





1 2 2 1
, , ,v v v vW E H E H
 
 
      
 , 
 1 2 3 4, , , ,z z z z z

   1 2 3 4, , ,z z z z z

      
(53) 




     ˆ ˆ, , 1, 2; , 1, 2, 3, 4;j jj ls j lsP P M M j l s     































sP h  


























    1
4 1 ;
s
sM h                                 (54) 

















































































.ˆˆ   zMzPW jjj

                                                             (55) 
Скалярные соотношения (46), (47) запишем в матричном виде 
ˆ ˆ ,Qz Lz                                                                    (56) 
где матрицы    ˆ ˆ, , , 1, 2, 3, 4;ls lsQ Q L L l s    









Q v p m
K
   









Q v q F m
K

   









L v p m
K
   









L v q F m
K

   
Удовлетворим граничным условиям (39), (41), сравнивая касательные составляющие (53), 
(55) полей на плоскостях 1  и 2 :  
.ˆˆ,ˆˆ 222111   zMzPUzMzPU

                                            (57) 
Из уравнений (57) с помощью уравнения (56) исключим вектор :z  
    .ˆˆˆˆ,ˆˆˆˆ 12221111   zQLMPUzQLMPU

                                      (58) 
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                                           (59) 
где     
1
1 1
1 1 2 2
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .lsC C P M L Q P M L Q





 (53) в (59) и получим систему алгебраических уравнений для опре-
деления амплитуд , :j jx y  
   11 1 12 0 0 1 13 0 2 14 0 2 1 0 ,C y C h v y C v y C h y x A F

      
   21 1 22 0 0 1 23 0 2 24 0 2 0 0 1 0 ,C y C h v y C v y C h y h v x A F

      
(60) 
   31 1 32 0 0 1 33 0 2 34 0 2 0 2 0 ,C y C h v y C v y C h y v x B F

      
   41 1 42 0 0 1 43 0 2 44 0 2 0 2 0 .C y C h v y C v y C h y h x B F

      
Комбинируя уравнения (60), исключим величины ., 21 xx  Получим систему алгебраических 
уравнений для определения амплитуд 1 2, :y y  
11 1 12 2 2 ,Q y Q y A  21 1 22 2 2 ,Q y Q y B                                          (61) 
где 
11 11 0 0 12 21 22
0 0
1
,Q C h v C C C
h v
       12 0 13 0 14 23 24
0 0
1 1
,Q v C h C C C
h v
      
21 31 0 32 41 0 42
0 0
1 1
,Q C h C C v C
v h




Q C C C C
v h
     
Разрешим систему уравнений (61): 
 1 22 12
2
,y Q A Q B
d
   2 11 21
2
,y Q B Q A
d
 
11 22 12 21.d Q Q Q Q   
Амплитуды 21, xx  определим из первого и четвертого уравнений (60): 
      
    
1 0 11 0 0 12 22 0 14 0 13 21
0 14 0 13 11 11 0 0 12 12
2
,
x A F C h v C Q h C v C Q A
d
h C v C Q C h v C Q B
       
      
      
    
2 0 41 0 0 42 22 0 44 0 43 21
0
0 44 0 43 11 41 0 0 42 12
2
.
x B F C h v C Q h C v C Q A
h d
h C v C Q C h v C Q B
       
      
Амплитуды отраженного и прошедшего через экран полей определены. Амплитуды полей (45) 
в слое экрана не вычисляем, так как практический интерес представляют отраженные и прошед-
шие через экран поля. ■ 
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Следствие. На поверхностях плоского экрана из пермаллоя при воздействии первичного поля 
с осевой симметрией (34) выполнены двухсторонние нелокальные граничные условия, связываю-
щие электромагнитные поля по обе стороны экрана на плоскостях 1  и 2 :  
   1 1 2 2ˆ ,U M CU M  
 
где    
 1 1, ,0 ,M x y   2 2, , ,M x y    1 2 2 1, , , ,j jv jv jv jvU E H E H

  
     ,ˆˆˆˆˆˆˆˆ,;,,,,;,,ˆˆ 112211100

  QLMPQLMPMHgamCC   
компоненты матриц ˆ ˆ,j jP M  задаются выражениями (54), матрицы 
ˆˆ,L Q  определены в соотно-
шении (56). 
Заключение. В статье разработана методика моделирования процессов проникновения по-
следовательностей монохроматических электромагнитных полей с осевой симметрией, завися-
щих от действительного параметра λ , через пленочный плоский однослойный экран, выпол-
ненный из пермаллоя. Аналитически решена краевая задача c дополнительными дифферен-
циальными граничными условиями для поля намагниченности на поверхностях экрана, обеспе-
чивающими единственность решения задачи, и вычислены амплитуды отраженного и прошед-
шего через экран электромагнитных полей. Новизна работы состоит в том, что метод решения 
краевой задачи c использованием дополнительных граничных условий позволил получить ал-
гебраическое дисперсионное уравнение четвертой степени с коэффициентами, зависящими от 
действительного параметра λ  и дискретного параметра .m  С помощью четырех комплексных 
корней дисперсионного уравнения, зависящих от параметров  λ  и ,m  определены четыре неза-
висимых электромагнитных поля с осевой симметрией, распространяющихся в слое пермаллоя 
в прямом направлении, и четыре поля – в обратном направлении. Построены двухсторонние 
граничные условия, связывающие поля по обе стороны экрана. Результаты работы могут быть 
использованы при практическом создании экранов с намагниченностью для защиты от воздей-
ствия внешних симметричных пучков электромагнитных волн.  
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